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ФУНКЦІЯ ДЕРЕВА ТА ЇЇ ЗАСТОСУВАННЯ 

 
Постановка та обґрунтування актуальності 

проблеми. Функція x=T(y) називається функцією 

дерева, якщо вона є оберненою до функції 
xxey  . Це один з важливих прикладів 

неелементарної функції, якій в україномовній 

літературі практично не приділяється уваги. А через 

те, що ця функція широко використовується в 

комбінаториці і теорії ймовірностей, виникає 

проблема познайомити майбутніх вчителів 

математики з функцією дерева. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 
Функція дерева і пов’язана з нею функція Ламберта 

W(x)=-T(-x) почала вивчатися ще Ейлером [1]. Про 

історію появи цих функцій можна прочитати в 

статті [2] за 1996 рік. Ця стаття відродила у 

дослідників інтерес до функцій Ламберта і функції 

дерева. З’явився ряд публікацій на цю тему. 

Відмітимо серед них лише публікації [3] і [4]. 

Мета статті – продемонструвати методику 

отримання степеневих рядів для функції дерева і 

ряду функцій, які виражаються через функцію 

дерева. Вивчити  ймовірнісні розподіли, які 

породжені отриманими рядами. 

Виклад основного матеріалу дослідження. 

Графіки функцій 
xxe  і T(х) такі: (для T(х) 

береться вітка, яка визначена на проміжку 

),( 1 e ).

 
 

 

Функція дерев пов’язана з функцією Ламберта 

W(вона є оберненою до функції xxe=y ) 

y)T(=W(x)   або .y)W(=T(y)   Для отримання 

значень функції дерева можна використовувати 

математичні пакети Mathematica (це функція 

ProductLog[z]) iMaple (це функція LambertW(x)). 

 

1. Розклад функції дерев у степеневий ряд 
При виконанні дій над многочленами і рядами 

корисною є операція знаходження коефіцієнта ряду, 

яка визначається так. 

Нехай m

Zm

mza=f(z) 
∈

. Тоді k
k a=]f(z)[z : . 

Наприклад, 22453 323  =)z+zz+z]([z 5
, 

!
=z][z

5

1
exp5 , 

!
=

z

z
][z

3

1sin
4

1  . 

Відмітимо такі властивості операції [ z
k
]: 

1. Znk  . f(z)](z[z=]f(z)[z nknk 
. 

Дійсно, k
k a=]f(z)[z 


, а 

knkn
n+m

Zm

m
knnkn a=a=za][z=f(z)](z[z 

 
∈

. 

2. 01 =(z)]f[z '
.Дійсно, якщо 

 +za+a+
z

a
+

z

a
+=f(z) 10

1
2
2  , то 

 +za+a+
z

a

z

a
=(z)f 1

'
22

1

3

2 22    

Візьмемо функцію f , яку можна розкласти в 

ряд Лорана по степеням z . Нехай T(y)=z(y)  і 

zze=g(z) 
. Розкладемо в ряд функцію f(z(y)) , 

тобто знайдемо коефіцієнти цього ряду, які 

позначимо через mc . Тоді матимемо 
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m

Zm

m yc=f(z(y)) 
∈

, або m

Zm

mg(z)c=f(z) 
∈

. 

(z)gg(z)mc=(z)f 'm

Zm
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' 1

∈

 , а звідси Zn∈  
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(z)f

'
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'


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


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∈

1
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Звідси  

.
1

0 111
nn

'

nn

'

nc=
z

z
][znc=

g(z)

(z)g
][znc+=

g(z)

(z)f
][z



Отже,  ]f(z(y))n[z=nc=
g(z)

(z)f
][z n

nn

'
1 , а в силу 

властивості 1 операції ][ nz  матимемо 
n

'n

n

'

g(z)

z
(z)]f[z=

g(z)

(z)f
][z 







 11 . 

І, отже, остаточно 

(nz)(z)]f[z=]f(z(y))n[z 'nn exp1
. 

Мовою рядів це означає, що має місце розклад 

  0

1

1

exp0 =z
'

n

n

=n

n

|(nz)(z)f
dz

d

n!

y
+)f(=f(z(y))



 . (1.1). 

Зокрема, якщо z=f(z) , то матимемо 


 

1
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1

1
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=n
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=zn

n

=n

n

n!

ny
=|(nz)
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d

n!

y
=T(y)=z(y)
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=T(y) n
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1

3
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2
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21 
 (1.2) 

Примітка: термін функція дерева походить з 

теорії графів, її використовують для підрахунку 

кількості дерев з k вершинами з ярликами (кількість 

таких дерев дорівнює числу 1kk ). 

Радіус збіжності ряду (1) 

.
1

1

1
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2. Розклад у степеневий ряд деяких функцій, 

які виражаються через функцію дерев 

Скористаємось формулою (1) для побудови 

степеневого ряду функції 
k(T(y)) , в цьому випадку 

1.,kz=f(z) k
 

Шукаємо коефіцієнти 

.
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n |)nt(e
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d
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



 Для цього застосуємо 

формулу Лейбніца для похідної  m-го порядку:від 

добутку двох функцій: 
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Повертаючись до старих змінних, остаточно 

отримаємо: .
k)!(n

kn
=b

1kn

n




k

=n

n
n

k=n

n

k

1n

k=n
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

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


 
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1

1

 (2.1) 




  n

=k
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=n

n
n

k

=k

k
nk)!(n

n!
kay

n!

n
=(T(y))a

11

1

1

.        (2.2) 

Далі будемо використовувати похідну від 

функції дерев. Продиференціюємо тотожність 

y=T(y)e T(y)
 по y. Матимемо 

1=(y)TT(y)e(y)eT 'T(y)T(y)'   . Звідси 

T(y)y(

T(y)
=

T(y)(

e
=(y)T

T(y)
'

 11
(2.3) 

з іншого боку з формули (2) виливає: 






1

11

=n

nn' yn
n!

=(y)T , а звідси 





1

1

1
=n

nn yn
n!

=
T(y)

T(y)
 (2.4) 





0

1

1

1
1

=n

nn yn
n!

=
T(y)

=yT(y)+  (2.5) 

Скористаємось позначенням T(y)=T  і сумою 

геометричного ряду 
x

=+x+x+ 2

1

1
1  . 

Матимемо, враховуючи (2.3), 













111

1 1

1

=n
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n
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=
nk)!(n

n!
ky

n!

n

=+T++T+T=
T

T


. 

 (2.6) 

Звідси, порівнюючи коефіцієнти при 
ny , 

отримаємо  

n=
nk)!(n

n!
k

k

n

=k



1

, або 

n=+
n

))(n(n
+

n

))(n(n
+

n

n
+ 
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21
3
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Знайдемо розклад у степеневий ряд функції 

)(1

1
log

yT
 по степеням у. Матимемо, 

скориставшись співвідношенням (2.2), 

=+(y)T+(y)T+(y)T+T(y)=
T(y)

432

4

1

3

1

2

1

1

1
log


 

.

1

1

11
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

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
n

n
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yn ,(2.7) 

В цій формулі  


322

321211
1:

n

))(n)(n(n
+

n

))(n(n
+

n

n
+=Q(n)

 (2.8) 

відома функція Рамануджана ([1, с. 338]) 

Якщо продиференціювати співвідношення 

(2.7) по у, то матимемо 





1

211

1
log

n

n
n

y
n!

Q(n)n
=

T(y))(
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=
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d
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З іншого боку, враховуючи (2.2), 

.
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

Порівнюючи два останніх вирази, отримаємо 

тотожність 

.
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Подібними міркуваннями, можна отримати і 

такі співвідношення: 


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=
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Порівнюючи два останніх вирази, отримаємо 

тотожність 

Q(n)n=
nk)!(n

n!
)+k)(+(kk 2

k

n

=k


 121
6

1 2

1

. 

 

3. Многочлени дерева 
Означення. Нехай 

n

n

n

s

r

y
n!

s)(r,t
=

T(y))(

(y)T




1

1
.           (3.1) 

многочлени s)(r,tn називаються узагальненими 

многочленами дерева. 

Зокрема, s),(t=(s)t nn 0: це відомі многочлени 

дерева ( [1],стор.336). 

Знайдемо многочлени s)(r,tn . Для цього 

розкладемо в степеневий ряд функцію у лівій 

частині співвідношення (3.1) по степеням Т і 

скористаємось формулою (2.2). Матимемо 
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Звідси, прирівнюючи коефіцієнти при 
ny  в 

цьому виразі і виразі (9), отримаємо 





















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!
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Зокрема, для звичайних многочленів дерева 

отримаємо відому формулу з [3, с. 339]. 

Наслідок 1. 












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Наслідок 2. =)(tn 1,1 n

r=k
k

n n=
nk)!(n

n!
kn 






1  

Наслідок 

3. s)(r,nt=)+s,+(rr)t(s+)+s(r,rt nnn 212  .. 

 

4. Розподіли степеневих рядів 
Характерною особливістю рядів, які отримані 

вище, є те, що коефіцієнти цих рядів невід’ємні, а 

це дозволяє будувати арифметичні розподіли, які 

називаються розподілами степеневих рядів. 

Наведемо основні факти, які стосуються таких 

розподілів. 

Нехай 

R,<y<a,ya=w(y) k
k

k

k 0,0  (4.1) 

Визначимо статистичну структуру з 

параметром y 

,=k,
w(y)

ay
=(y)p k

k

k 0,1:  (4.2) 

Означення. Розподіл випадкової величини ξ,  

заданий формулою (4.2), називається розподілом 

степеневого ряду (4.1).  

Тому 

w(y)

(y)yw
=

y

w(y)(y)w
=Mξ

''

/1

/
,  

.
1

dy

dMξ
y=

dy

dMξ

(y)s
=Dξ

'
  

Введемо другу параметризацію (середнім) за 

формулою .
w(y)

(y)w
y=Mξ=x

'

 

Подивимося як зміняться попередні формули з 

такою параметризацією. На проміжку (0, R) функція 

x=x(y) має обернену, бо вона зростає. Справді, 

,>y,
dy

dMξ
y=Dξ 00 а тому 0.>

dy

dMξ
=

dy

dx
 

Позначимо її через y(x). Тоді 
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,
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a(y(x))
=(y(x))p=x)p(k,

'

k
k

k

















0∈

0,1:

 

.
/ (x)y

y(x)
=

dxdy

y
=Dξ

'

 

Далі дисперсію 

позначатимемо так: .v(x)=Dξ  

Функцію v(x) називатимемо дисперсійною 

характеристикою розподілу. Знайдемо таку 

характеристику для розподілу, породженого рядом 

функції дерева. Матимемо 

./1,01,20
1

0 ey,=k,
T(y)k!

ky
=k)=P(ξ=p,=p

kk

k 


 

1.1

log

1
1

1
exp

1
1

1
1

1

1
log

>x),(xx

=v(x)=
y(x))(

=
(x)y

y(x)
=v(x),

xx
=y

,
x

=T(Y)
T(y)

=x,T(y))y(=x,ye=T(y)

2

''

'T(y)

























Розглянемо загальнішу ситуацію. Нехай функція f 

визначена на множині значень функції дерева, а 

функція f(T(y)) є абсолютно монотонна, тобто, 

розкладається в степеневий ряд 

Rya,ya=f(T(y)) n
n

n

n 


0,0

0

. Цей ряд 

породжує сім’ю цілочисельних розподілів з 

параметром у: 

  ,=n,
f(T(y))

ya
=k=ξP

n
n 0,1 .  

Визначимо середнє E  і дисперсію D  цих 

розподілів. Матимемо:  

,
T(y)

T(y)

dT

f(T)d
=

dy

f(T(y)d
=Eξ



1

loglog
 

.
log

1
log

1

2

3 














 2dT

f(T)d
T)T(+

dT

f(T)d

T(y))(

T(y)
=

dy

ydEξ
=Dξ

 

(при виведенні цих формул використовується те, що 

T(y))y(

T(y)
=

dy

dT(y)

1
). 

Нехай xE . В ряді випадків дисперсію 

Dξ=v(x) :  можна виразити явно через х. 

Приклад.  

s

r

T(y))(

T(y)
=f(T(y)

1
. 

21 T(y))(

r)T(y)(s+r
=x=Eξ




, 

звідси 

a)rs+x(
x

=T(y) 2
2

1
, де

24 s)(r+sx=a   

=

)
T(y))(

s
+

T(y)

r
(

T(y))T(y)(+
T(y)

s
+

T(y)

r

T(y))(

T(y)
=Dξ


























22

3

1

1
1

1

 

422 /424 a)+s(rs)a)(r+s)(r+sxa)(x+r(sx( 

 
Висновки та перспективи подальших 

розвідок напряму. В статті показано як отримати 

розклад у степеневий ряд функції дерева і ряду 

функцій, які виражаються через функцію дерева. В 

перспективі корисно було б розглянути 

застосування функції дерева для розв’язування 

алгебраїчних рівнянь і збільшити кількість 

прикладів розподілів степеневих рядів з 

параметризацією середнім. 
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