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ПОБУДОВА ПСЕВДООБЕРНЕНОЇ МАТРИЦІ ТА ЇЇ ЗАСТОСУВАННЯ 
 

Постановка та обґрунтування актуальності 

проблеми. До сучасних випускників пред̕являються 

високі вимоги щодо змісту знань, що визначає 

конкретну спроможність фахівця на сучасному 

ринку праці. При вивчені математики розглядаються 

задачі, для розв’язання яких потрібно творче 

застосування цих знань. Проблеми побудови 

конструктивних методів лінійних крайових задач 

для широкого класу систем диференціальних 

рівнянь: системи звичайних диференціаьних рівнянь 

традиційно займають одне з центральних і 

принципово важливих місць в якісній теорії 

диференціальних рівнянь. Це обумовлено перш за 

все важливістю практичного застосування теорії 

крайових задач в самих різноманітних галузях 

знань: теорії нелінійних коливань [1], теорії 

стійкості руху, теорії управління, в ряді 

радіотехнічних, механічних і біологічних задач. 

Особливості такого роду крайових задач в том, що в 

більшості випадків їх лінійна частина є оператором, 

який не має оберненого, що не дозволяє 

безпосередньо застосовувати традиційні методи 

дослідження крайових задач, основані на 

використанні принципа нерухомої точки. 

Необерненість лінійної частини оператора є 

наслідком того, що число m крайових умов не 

співпадає з порядком n операторної системи. Такого 

типу задачі для систем диференціальних рівнянь є 

нетеровими і включають в себе найбільш складні і 

мало досліджені як недовизначені так і 

перевизначені, як некритичні так і критичні крайові 

задачі.  

Аналіз останніх досліджень і публікацій. 

Саме тому більшість робіт, присвячені вивченю 

таких задач, виконані в припущені їх 

фредгольмовості (Е. А. Гребенніков, Д. К. Ліка, Ю. 

А. Рябов, І. Г. Малкін [2], А. М. Самойленко, Н. А. 

Перестюк, Н.І. Ронто [1]).  В роботах [3,4] 

побудована загальна теорія крайових задач, 

приведена класифікація некритичних і критичних 

випадків, отримані  ефективні коефіціентні умови 

існування і ітераціонні алгоритми побудови 

розв’язків цих задач.  Багато результатів викладені в 

монографії, спочатку були отримані  і апробіровані 

при аналізі крайових задач для  систем звичайних 

диференціальних рівнянь. В подальшому ці схеми і 

алгоритми були запропоновані для дослідження 

більш загальних об’єктів: крайових задач для 

звичайних систем з зосередженим запізненням, для 
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систем з імпульсною дією, для не всюди дозволених 

операторних рівнянь в функціональних просторах, 

лінійна частина яких – нормально дозволений 

оператор.   

Мета статті. Вказати шляхи побудови 

узагальнено-оберненої матриці та псевдо оберненої 

матриці,  продемонструвати застосування 

псевдооберненої матриці до розв’язування лінійних 

алгебраїчних рівнянь та до проблеми 

розв’язуваності систем лінійних диференціальних 

рівнянь з двоточковой крайовой умовой в 

критичному випадку. 

Методом дослідження є апарат 

псевдообернених матриць і ортопроекторів з 

відображенням на ядро. 

Виклад основного матеріалу дослідження.  

Означення. Оператор 1 2Ј. ( , )L H H  називається 

узагальнено-оберненим, якщо існує оператор 

1 2Ј. ( , )X H H  такий, що LXL L . Оператор X  

називається узагальнено-оберненим до оператора L  

і позначається L
. 

Із узагальнено-обернених операторів 

вибирають єдиний оператор, який задовольняє 

умови: 

1. LL L L  ; 

2. L LL L   ; 

3. 
*( )LL LL ; 

4. 
*( )L L L L  .    (1) 

Означення. Оператор L
, який задовольняє 

умови (1) називається псевдооберненим оператором 

і позначається L
. 

Як відомо, для будь-якої неособливої 

квадратної матриці Q існує єдина обернена матриця. 

Якщо матриця Q прямокутна або особлива, то 

оберненої матриці в такому розумінні для неї не 

існує. Проте прагнення "обернути" і таку матицю Q 

призвело до побудови різних узагальнено-

обернених матриць. 

Означення  Узагальнено-оберненою матрицею 

для довільної матриці Q називатимемо матрицю Q+, 

яка задовольняє матричне рівняння: QQ+ Q=Q . 

Означення. Матриця Q+ називається 

псевдооберненою матрицею до матриці Q , якщо 

вона задовольняє такі критерії: 

   1) Q QQ Q   ; 

2) QQ Q Q  ; 

3) *( )QQ QQ  ; 

4) *( )Q Q Q Q  . 

Приклад. Знайти узагальнено-обернену 

матрицю. 

1 2 1

2 4 3

3 6 2

А

 
 

  
 
 

. 

Розв’язання. Легко переконатися, що rank A =2.  

Поставимо у верхній лівий куток матриці A, 

визначник 2-го порядку (та як rank A =2) відмінний 

від нуля. Для цього поміняємо місцями 1-й і 3-й 

стовпчик матриці A. 

1

1 2 1

3 4 2

2 6 3

А

 
 

  
 
 

, 

11

1 2
4 6 10

3 4
А


      , 

1

11

4 21

3 110
A

 
   

  
; 

Матриці перестановок P i Q: 

11

1 2
4 6 10

3 4
А


      , 



















001

010

100

Q . 

Побудуємо 

















00

01
11

1

A
X ,   

1

3 2 1

5 4 1

1 1 2

A

 
 

  
 
 

, 

Запишемо узагальнено-обернену матриця 

A до матриці A : 

PQXA 1  

2 1
0

5 50 0 1
3 1

0 1 0 0
10 10

1 0 0
0 0 0

0 0 0
1 0 0

3 1
0 1 0 0

10 10
0 0 1

2 1
0

5 5

A

 
 

  
  

   
   

 
 
 

 
 

   
      
    

  
 

. 

 Приклад. Знайти узагальнено-обернену 

матрицю 

1 2 3

1 4 5

2 1 1

A

 
 

  
 
 

. 

Розв’язання. Узагальнено-обернена матриця 

знаходиться за формулою: 1A QX P  . 

( 1,2)iM i   , 
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11

3 2
12 10 2

5 4
A     , 

1

11

2 1
4 21

5 3
5 32

2 2

A

 
          

 

, 

1

2 1 0

5 3
0

2 2

0 0 0

X

 
 
  
 
 
 

 , 

2 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0

5 3 5 3
0 1 0 0 0 1 0 0

2 2 2 2
1 0 0 0 0 1

0 0 0 2 1 0

A

   
      

                 
          

. 

 Приклад. Знайти псевдообернену матрицю, до 

матриці  



















11

10

01

Q . 

Розв’язування. Скористаємося формулою 

знаходження псевдооберненої матриці: 
1( )T T

QQ Q Q P Q   . 

Ранг матриці Q рівний 2, тому  

;0
2

1











x

x
QP

rQ  

.0,00 21

21

2

1




















 xx

xx

x

x

P
rQ  











110

101TQ ,  

.
21

12

11

10

01

110

101


































QQT

 

Знайдемо матрицю 1)( 
rQ

T PQQ : 

,3
21

12
QQT

 ,
3

2

3

2
)1( 11

11  a  

,
3

1

3

1
)1( 21

21  a  ,
3

2

3

2
)1( 22

22  a  

отже  
1)( 

rQ
T PQQ = .

21

12

3

1












 

1( )T T

QQ Q Q P Q  

.
121

112

3

1

110

101

21

12

3

1



































 

Приклад. Розв’язати лінійну систему 

алгебраїчних рівнянь  Q
, якщо, 

10

01

11

Q

 
 

  
 
 

, 

0

0

1

b

 
 

  
 
 

, 
1

2

c
c

c

 
  
 

,
2c R . 

Розв’язання. З попереднього приклада, відомо, 

що псевдообернена матрицю Q  має вигляд 

.
121

112

3

1












Q  

Знайдемо ортопроектори: QP і *Q
P : 

*

1 0 0
1

0 1 0
3

0 0 1

2 1 1 1 1 1
1

1 2 1 1 1 1
3

1 1 2 1 1 1

mQ
P I QQ

 
 

    
 
 

    
   
     
       

;  

*
dQ

P   складається з одного вектора (m-

rankQ=3-2=1). 







































 0

110

101

32

31

3

2

1

*

xx

xx

x

x

x

P
dQ

 

,, 3231 xxxx  .1,1,1 321  xxx  

Отже ).1,1,1(* 
dQ

P  А так, як 

,01

1

0

0

)1,1,1(* 
















bP
dQ

 то рівняння Qc b  

нероз’язане 

Приклад. Розв’язати лінійну систему 

алгебраїчних рівнянь Qc b , якщо, 

10

01

11

Q

 
 

  
 
 

, 

0

1

1

b

 
 

  
 
 

,
1

2

c
c

c

 
  
 

 ,
2c R . 

Розв’язання. ,
121

112

3

1












Q * 0

rQ
P 

,  

).1,1,1(* 
dQ

P  

Перевіримо умову .0

1

1

0

)1,1,1(* 
















bP
dQ
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Таким чином дана система має розв’язок. 

Оскільки 1 2rankQ n n   , то система має 

єдиний розв’язок вигляду: 

,cbQс    

де c  будь-який вектор із ),(QN  

.0 ccPc
rQ  

Отже   
















 

1

0

3

0

3

1
bQc . 

 Приклад. Розглянемо двовимірну 

диференціальну систему 
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 Висновки та перспективи подальших 

розвідок напряму. В роботі наведені прикладів 

побудови узагальнено-оберненої матриці,  

псевдооберненої матиці та застосування 

псевдооберненої матиці до розв’язування лінійних 

алгебраїчних рівнянь та до проблеми 

розв’язуваності систем лінійних диференціальних 

рівнянь з двоточковой крайовой умовой в 

критичному випадку. 
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